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8 Kegelschnittein der projektiven Geometrie

In diesem Kapitel mochte ich die Kegelschnitte aus Sicht der projektiven Geometrie
behandeln. Dazu werde ich zuerst die wichtigsten Begriffe und Definitionen erlau-
tern und anschlief3end die bedeutendsten Sétze anfiihren und beweisen.

Hauptquellen meiner Ausfihrungen sind die drei Bicher von Coxeter
([Cox1], [Cox2], [Cox3]); ich habe aber noch mehrere andere Werke zu Rate gezo-

gen, die alleim Literaturverzeichnis am Ende dieser Arbeit zu finden sind.

8.1 Grundlegende Begriffe

In diesem Abschnitt werde ich wichtige Definitionen und Sétze besprechen, die wir
fur die projektive Behandlung von Kegelschnitten bendtigen. Ich werde aber keine
Beweise durchfiihren, da sie zu weit vom eigentlichen Thema wegfihren, sondern le-

diglich auf die entsprechende Literatur verweisen.

Definition 8.1: (Projektive Ebene)

a) Eine Ebene heildt projektive Ebene, wennin ihr die folgenden Axiome gelten:

(1) Durch zwei verschiedene Punkte geht genau eine Gerade.
(2) Zwei verschiedene Geraden schneiden sich in genau einem Punkt.
(3) Jede Gerade enthadlt mindestens drei verschiedene Punkte.
(4) Es existieren mindestens zwel verschiedene Geraden.
b) Wir kdnnen die euklidische Ebene zur projektiven Ebene erweitern, indem wir
fordern:
- Jede Gerade besitzt genau einen unendlich fernen Punkt.
- Dieunendlich fernen Punkte bilden die unendlich ferne Gerade.

Wir betrachten im folgenden stets die projektive Ebene, die aus der euklidischen
Ebene entsteht.
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Der vermutlich wichtigste Satz der projektiven Geometrie ist das Dualitétsprinzip:

Satz 8.2: (Dualitatsprinzip)
Alle Sétze Uber projektiven Ebenen behaten ihre Glltigkeit, wenn man
Punkt und Gerade
liegen auf und gehen durch
vertauscht.
Punkte gehen also in Geraden, Geraden in Punkte Uber, wéhrend Inzi-
denzen erhalten bleiben.

Bewes:
Siehe [Cox3], Seite 231.

Ort von Punkten Hullkurve
Abb. 8.1 [Cox2]

Aus Satz 8.2 folgt zum Beispiel, dal’ wir jeden Kegelschnitt nicht nur als Ortskurve
von Punkten auffassen konnen, sondern auch als Hullkurve von Tangenten (siehe
Abbildung 8.1). Dies haben wir bereits bei der Ful3punktkonstruktion ausgenutzt.
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Definition 8.3: (Perspektive und projektive Abbildung)

a)

b)

Seien zwei Geraden g und g gegeben. Dann ordnet die per spektive
Abbildung mit Zentrum Z (kurz: Perspektive) dem Punkt P auf g
den Punkt P" auf g° zu, wobel Z, P und P* kollinear sind (siehe Ab-

z
bildung 8.2a). Wir bezeichnen dies mit: P—=F" oder kurz: P=P".

Wendet man mehrere perspektive Abbildungen hintereinander an,
so lassen sich diese im allgemeinen nicht mehr als eine einzige per-
spektive Abbildung ausdriicken. Diese Hintereinanderausfihrung
bezeichnen wir as projektive Abbildung (kurz: Projektivitét) und
kirzen sie ab durch: P—F".

Wird ein Punkt bei einer Projektivitdt festgelassen, so nennen wir

ihn Fixpunkt.

Anmerkungen:

1. Dieduae Formulierung von Definition 8.3alautet (siehe Abb. 8.2b):
Seien G, G” zwei Punkte. Dann haben wir eine perspektive Abbildung von einer

Geraden z aus gegeben, wenn die Schnittpunkte der Geraden p, p” der beiden
Bischel durch G bzw. G stets auf z liegen.

2. Zur Erlauterung einer perspektiven Abbildung siehe Abbildung 8.3:

Abb. 8.3 [Cox3*]
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z z

Hier gilt: ABCD=A'B'C'D'=A"B"C"D". Esgibt nun zwar keine perspektive

n n

Abbildung, welche ABCD auf A”"B”"C'D"" abbildet (da sich die Geraden AA™",
BB, CC”, DD" nicht in einem gemeinsamen Punkt schneiden), aber es exi-

stiert eine projektive Abbildung: ABCD-A"B”C"D".

Definition 8.4:

a)

Wir bezeichnen as Kollineation einer projektiven Ebene die Abbil-
dung, welche Punkte auf Punkte und Geraden auf Geraden abbildet. Fer-
ner heil3t eine Abbildung Korrelation, wenn Punkte auf Geraden und
Geraden auf Punkte abgebildet werden. In beiden Fallen bleiben die In-
zidenzen erhalten.

b) Eine Kollineation heifd Involution, falls sie die Periode 2 hat, das heif3t
sie vertauscht zwel Punkte miteinander.

c) Eine Korrelation heifdt Polaritat, fals sie die Periode 2 hat, das heil3
wenn gilt: Wird ein Punkt P projektiv auf eine Gerade p und diese Gera-
de anschlief3end auf den Punkt P~ abgebildet, so gilt stets: P=F".

Dabei ist P der Pol von p und p die Polare von P.
Satz 8.5:

Wir betrachten eine Polaritét einer projektiven Ebene.
Liegt ein Punkt P auf einer Geraden g, so geht seine Polare p durch ihren Pol Q.

Wir nennen dann P und Q konjugiert Punkte bzw. p und q konjugierte Geraden.

Bewes:

Siehe [Cox2], Seite 137, Satz 6.11.
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Korollar 8.6:
Ein Geradenbiischel durch einen Punkt P geht dua
Uber in die Punkte seiner Polaren p (und umgekehrt).

Bewels:
Ergibt sich direkt aus Definition 8.4c und Satz 8.5. %

Definition 8.7:
a) Ein Punkt, der auf seiner eigenen Polaren liegt, heifdt
selbstkonjugiert.

b) Eine Polaritdt heilst hyperbolisch, wenn sie einen
selbstkonjugierten Punkt besitzt, ansonsten elliptisch.

Korollar 8.8:
a) Esqgibt sowohl hyperbolische a's auch elliptische Polaritéaten.
b) Eine nicht selbstkonjugierte Gerade, die einen selbstkonjugierten Punkt

enthdlt, besitzt noch genau einen weiteren selbstkonjugierten Punkt.

Beweis:
a) Siehe[Coxl], Seite 74, Folgerung 6.23.
b) Siehe[Cox3], Seite 248, Satz 14.63.

Wie kann man die Polare zu einem vorgegebenen Punkt finden? Wie erhdt man den
Pol einer bestimmten Geraden?

In Kapitel 7.2 haben wir gesehen, dal3 jeder Kegelschnitt das projektive Bild
eines Kreises ist. Aus diesem Grund behandeln wir zuerst Pole und Polaren fur einen
Kreis und gehen anschlief3end auf Besonderheiten bei Kegel schnitten ein.
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Abb. 8.4

Definition 8.9: (Pol und Polare bei Kreisen)

- Fur einen Punkt P aufRerhalb des Kreises K ist seine Polare p die Verbin-
dungsgerade der Bertihrpunkte der beiden Tangenten an K durch P.

- Liegt ein Punkt P auf dem Kreis K, so ist die Tangente p an K durch P die
dazugehérige Polare.

- Liegt P im Innern des Kreises K (mit P # Mittelpunkt), so zeichnet man
zwel beliebige Geraden a und b durch P. Die Pole dieser Geraden seien die
Punkte A und B. Nach Satz 8.5 gilt nun, dal3 die Polare des Punktes P, der
auf den Geraden aund b liegt, die Verbindungsgerade p ihrer Pole A, B ist.

Dann ist der Punkt P der zu p gehdrende Pol.

Analog findet man den Pol P zu einer vorgegebenen Geraden p.

Abb. 8.5b [Schei1]
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p

Abb. 8.5¢ [Schei1]

Satz 8.10: (Pole und Polaren bei K egelschnitten)

Alle Uberlegungen aus Definition 8.9 gelten auch fir Ellipsen, Parabeln und Hyper-

beln (siehe Abbildung 8.5a-c).

Fur die Speziafélle gelten folgende Regeln (siehe Abbildungen 8.6 und 8.7):

- Dieunendlich ferne Gerade ist die Polare zum Mittel punkt eines Kegel schnitts.

- Die unendlich fernen Punkte sind die Pole von Geraden, die durch den Kegel-
schnittsmittel punkt gehen.
Bei Parabeln sind sie Pole von zur Parabelachse parallelen Geraden.

- Liegt ein Punkt P auf genau einer der Asymptoten einer Hyperbel, so ist die Po-
lare p die zur Asymptoten parallele Gerade durch den Berthrpunkt. Dann ist der
Punkt P der zu p gehdrende Pol.

Abb. 8.6 [Scheil]

Abb. 8.7 [GiiSt*]

Beweis:
Siehe beispielsweise [Hon], § 45 (Seite 148ff.).
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8.2 Definition und wichtige Satze

Mit Hilfe der Bezeichnungen aus Abschnitt 8.1 haben wir nun die Grundbegriffe ein-
gefuhrt und kdnnen uns der eigentlichen Behandlung von Kegelschnitten in der pro-
jektiven Geometrie zuwenden.

Ich mdchte hier zuerst die beiden Moglichkeiten, einen Kegelschnitt in der
projektiven Geometrie zu definieren, anfihren. Die erste Definition ist relativ ein-

fach; wir bendtigen hierzu nur folgendes Lemma:

Lemma8.11:

Eine hyperbolische Polaritét besitzt nicht nur einen,

sondern unendlich viele selbstkonjugierte Punkte.

Beweis:
Sei hierzu P ein selbstkonjugierter Punkt (dieser existiert nach Korollar 8.8ain jedem
Fall). Nun betrachten wir eine beliebige Gerade g durch P, die nicht identisch ist mit
seiner Polaren p. Diese Gerade ist nicht selbstkonjugiert.

(Angenommen, g wére selbstkonjugiert. Dann l&ge ihr Pol G auf der Geraden
0. Es gilt nach Satz 8.5: Da P auf g liegt, muf3 seine Polare p durch G gehen. G mul3
sowohl auf der Geraden g als auch auf der Geraden p liegen. Dies erfillt aber nur der
Schnittpunkt P von g und p, somitist P= G und p =g. Widerspruch zu g £ p.)

Mit Hilfe von Korollar 8.8b folgt, dal3 die Gerade g einen weiteren selbstkon-
jugierten Punkt besitzen muf3. Dies gilt aber fur alle Geraden (auf3er p) durch P, also
gibt es unendlich viele selbstkonjugierte Punkte. %

Definition 8.12:
Ein Kegelschnitt ist die Menge aller selbstkon-

jugierten Punkte einer hyperbolischen Polaritét.
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Anmerkung:
1. Diese Definition stammt von dem Deutschen Christian v. Staudt (1798-1867).

2. Wir haben sie bereits verwendet, ohne es zu wissen: Alswir unsin Abschnitt 8.1
damit beschéftigt haben, wie man bel den einzelnen Kegelschnittarten die Polare
zu einem vorgegebenen Punkt findet, haben wir gesehen, dal3 genau fir den Fall,
dal3 der Punkt auf dem Kegelschnitt selbst liegt, seine Polare die Tangente an
den Kegelschnitt durch eben diesen Punkt ist. Die einzigen selbstkonjugierten
Punkte waren also die Kegelschnittpunkte, die einzigen selbstkonjugierten Gera-
den waren die Tangenten an den Kegelschnitt.

3. Von Staudt fuhrte anschlief3end noch folgende Bezeichnungen fur Kegelschnitte
ein, dieich hier nur der Vollstéandigkeit halber anfiihren mdchte. Die Grinde fr
diese Benennungen werden sofort deutlich, wenn man sich die Konstruktion von

Polen und Polaren im vorigen Abschnitt anschaut.

Bezeichnungen 8.13:

Eine Gerade mit zwel selbstkonjugierten Punkten heif3t schneidende Gerade. Ihr
Pol ist ein &ul3erer Punkt.

Eine selbstkonjugierte Gerade nennt man Tangente, ihr Pol ist der Ber Ghr punkt.
Eine Gerade ohne selbstkonjugierte Punkte bezeichnet man als nicht schneiden-
de Gerade, ihren Pol alsinneren Punkt.

Die zweite, ebenfalls weit verbreitete Definition stammt von Jakob Steiner (1796-
1863). Wir werden sie als Folgerung aus Definition 8.12 herleiten. Sie wurde sinnge-
mal3 schon von Apollonius von Pergaim 3. Jahrhundert vor Christus formuliert.

Zuvor benétigen wir noch folgenden Satz:

Satz 8.14: (Satz von Seydewitz)
Sei ABC ein einem Kegelschnitt einbeschriebenes Dreieck. Jede Gerade, die zu

einer Seite konjugiert ist, trifft die beiden anderen Seiten in konjugierten Punkten.
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Abb. 8.8 [Cox1*]

Sei ABC das einbeschriebene Dreieck. Wir betrachten 0.B.d.A. die Seite AB. Sei q
die zu AB konjugierte Gerade. Dann liegt nach Satz 8.5 der Pol Q von q auf der Ge-
raden durch A und B.

Die Gerade CQ treffe nun den Kegelschnitt ein zweites Mal im Punkt D.
Dann haben die sechs Seiten des dem Kegelschnitt einbeschriebenen Vierecks
ABCD die drei Schnittpunkte Q, R (als Schnitt der Geraden BC und AD) sowie S
(as Schnitt der Geraden AC und BD). Die Verbindungsgerade der Punkte R und S
trifft die Drelecksseite AB in P, und die Sehne CD in P..

Unter Verwendung des nachfolgenden Lemma folgt nunmehr, daf3 P, und Q
bzw. P, und Q konjugierte Punkte sind. Also ist die Gerade RS die Polare g von Q.

Ganz analog folgert man, dal3 die Gerade SQ die Polare von R ist.

Im Dreieck QRS sind demnach zwei der Seiten Polare der gegeniberliegen-
den Eckpunkte. Es muf3 also auch die letzte Seite Polare des verbleibenden Eckpunk-
tessein, alsoist die Gerade QR Polare von S.

Daraus folgt, da3 R und S zwei konjugierte Punkte sind, die auf den Seiten

unseres urspringlichen Dreiecks ABC liegen. %

Lemma 8.15:

Seien A und B die Schnittpunkte einer Sekanten mit einem Kegelschnitt.
Dann gilt fur zwei Punkte P und Q auf dieser Sekanten, die durch A oder

B voneinander getrennt werden, dal3 P und Q zueinander konjugiert sind.
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Bewes:
Siehe[Cox1], Seite 77, Satz 6.41.

Satz 8.16: (Satz von Steiner)

Seien P und Q zwei festgehaltene Punkte eines Kegelschnitts; sei fer-
ner R ein beliebiger, veranderlicher Punkt desselben Kegel schnitts.
Fur die beiden Geraden x := PRundy := QR gilt dann: x -~y

Beweis:

< B D A
Abb.8.9 [Cox1*]

Wir betrachten die Tangenten p und g an den Kegelschnitt in den Punkten P und Q.
Diese schneiden sich im Punkt D, welcher per Definition der Pol der Geraden PQ ist.
Sei nun c eine Gerade, welche den Punkt D enthdlt und den Kegelschnitt nicht
schneidet oder beriihrt. Die Gerade c ist dann eine zu PQ konjugierte Gerade, da sie
deren Pol enthdlt.

Die Sekante x schneide c in B, die Sekantey in A. Nach dem Satz von Seyde-
witz (Satz 8.14) sind nun A und B zwel konjugierte Punkte (betrachte das Dreieck
PQR und die konjugierte Gerade c).

Verandern wir nun die Position des Punktes R auf dem Kegelschnitt, so gel-

ten die beiden Korrelationen x~B, A~y und die Kollineation B—A . Zusammen er-

halt man die projektive Abbildung: x-B-A -y, also: x~y. %
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Die Umkehrung des Steinerschen Satzes mochte ich hier nicht beweisen, aber den-
noch anfuhren (siehe zum Beweis [Cox1], Seite 80, Satz 6.54):

Satz8.17:
Gegeben selen zwei veranderliche Geraden x und y durch die festen Punk-

te P und Q. Wenn hierbei gilt: x—y, aber nicht x=y, dann ist der

Schnittpunkt von x und y ein Punkt des Kegelschnitts, der P und Q enthdlt.

Korollar 8.18: (Fiinf-Punkte-K egel schnitt)

Finf Punkte, von denen keine dral kollinear

sind, bestimmen eindeutig einen Kegel schnitt.

Abb. 8.10 [GUSt*]

Wir betrachten die Punkte A, B, C, D, E. Dabei bilden die Geraden X, y und z ein
Blschel in A und die Geraden x”, y" und z" ein Blschel in B wie in Abbildung 8.10
angegeben.

Die Behauptung folgt nun direkt aus Satz 8.17: A und B sind die beiden fe-
sten Punkte, wahrend die Paare der gleichnamigen Blschelgeraden zwar eine projek-

tive, aber keine perspektive Abbildung bestimmen. %
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Den Abschluf? diese Kapitels bildet der Satz von Blaise Pascal (1623-1662). Pascal
hatte ihn bereits als 16jahriger Junge aufgestellt und bewiesen. Mit ihm begann er ei-
ne Abhandlung Uber Kegelschnitte (,Essai pour les coniques'), die bedauerlicher-
weise verlorenging. Sie enthielt angeblich mehr als 400 Sétze Uber K egel schnitte.

Satz 8.19: (Satz von Pascal)

Gegeben sa ein einem Kegelschnitt einbeschriebenes Sechs-
eck, dessen Seiten sich Uberlappen kénnen.

Dann liegen die drei Schnittpunkte je zweier Gegenseiten auf

einer gemeinsamen Geraden, der sog. Pascalschen Geraden.

Beweis:

Abb. 8.11 [Cox3]

Sei ABCDEF ein Sehnensechseck, das heildt ein dem Kegelschnitt einbeschriebenes
Sechseck. Dabei seien die Punkte PQR definiert durch:
P:=AFn CD,Q:=AB n DE,R:=BCn EF.

Zu zeigenist: P, Q und R sind kollinear.

Es gilt: Die Geradenbtischel durch B und D sind projektiv aufeinander bezo-
gen (und zwar DA auf BA, DC auf BC, AE auf BE sowie DF auf BF). Bezeichnen
wir den Schnittpunkt von AF und DE mit M, den von AB und EF mit N, so ergibt
sich hieraus die projektive Abbildung: APMF—ERNF.
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DaF ein Fixpunkt dieser Projektivitét ist, erhalten wir daraus die Perspektive:

Q
APM =NRE. Also liegt Q auf der Geraden PR. %

In Abbildung 8.12 sehen wir drei Moglichkeiten eines einbeschriebenen Sechsecks
mit elngezeichneter Verbindungsgeraden. Dabel wird auch der Fall gezeigt, dal3 einer
der Schnittpunkte auf der unendlich fernen Geraden liegt.

Abb. 8.12 [WWW2]
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9 Resumeeund Ausblick

Ziel dieser Hausarbeit war es, verschiedene Zugéange zu dem Gebiet der Kegelschnit-
te vorzustellen. Auch wenn es in diesem Rahmen nicht machbar war, alle Details an-

zufuhren, so haben wir dennoch die drei bedeutendsten Einstiege kennengelernt:

- Kegelschnitte al's geometrische Kurven
- Kegelschnitte als agebraische Gleichungen
- Kegelschnitte in der projektiven Geometrie

Dabel haben wir diese drei Wege nicht isoliert voneinander beschritten, sondern zu-

gleich die Beziehungen zu den zuvor formulierten Sdtzen verdeutlicht.

Wir haben gesehen, dal? die (zweidimensionalen) Kegelschnitte aus einem dreidi-
mensionalen Doppelkegel durch Schneiden mit einer Ebene entstehen.

Es ist aber auch moglich, aus diesen Kegelschnitten wieder dreidimensionae
Gebilde zu erzeugen, indem man sie um eine feste Achse rotieren 1&f3t. Diese Rota-
tionsflachen sind in Abbildung 9.1 dargestellt.

By vagerds doed Tl Fe Fhrmir] rpsi s

Abb. 9.1 [ReSo]

Es lassen sich auch kompliziertere Gebilde herstellen, die sogenannten Quadriken.

Dies sind Flachen 2. Ordnung, die durch eine quadratische Gleichung beschrieben
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werden konnen. Mehrere dieser Quadriken sind in Abbildung 9.2 zu sehen. Auch die
Rotationsfl&chen stellen Speziafalle von Quadriken dar.
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Abb. 9.2 [ReSo]

Obwohl das Gebiet der Kegelschnitte bereits von den Griechen ausfihrlich behandelt
worden ist, so gibt es dennoch immer neue Anwendungsmaoglichkeiten, die den prak-
tischen Nutzen demonstrieren:
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In der Architektur wurden zu allen Zeiten Kegel schnitte verwendet: Man den-
ke zum Beispiel an die elliptische Form des Kolosseums in Rom oder des von
Bernini (1598-1680) geschaffenen Petersplatzes, in dessen Mittelpunkt ein
Obelisk und in dessen Brennpunkten zwei identische Springbrunnen stehen.
In der Physik treten Kegelschnitte nicht nur in der Astronomie (Planetenbah-
nen), im makroskopischen Bereich (Interferenz von Wellen), sondern auch in
mikroskopischen Gebieten (Bewegung der Elektronen in einem Atom) auf.

In der Medizin zum Beispiel findet der Ellipsoid Verwendung bei der Zer-

trimmerung von Nierensteinen.

Auch die Zentralprojektion a3t sich praktisch sehr schon auf zwei unterschiedliche

Arten verdeutlichen (nach Kapitel 7.2):

Im ersten Fall betrachten wir Kegelschnitte als Schatten eines Kreises, den ei-
ne feste Lampe auf eine drehbare Ebene wirft. Dabei wird gut der Ubergang
Kreis => Ellipse => Parabel => Hyperbel deutlich, je nachdem wie stark die
Ebene geneigt ist.

Im zweiten Fall schlief3e die Ebene des Kreises und die Bildebene einen rech-
ten Winkel ein, wahrend man die Hohe der an einer Stange befestigten Lam-

pe verandert.

Zum Abschlu® mochte ich noch auf zwei exzellente Internet-Seiten verweisen:

1. http://xahlee.org/Special PlaneCurves dir/ConicSections dir/conicSections.html

Auf dieser Seite finden sich vorwiegend Dateien fur die beiden Computer-Pro-

gramme ,, Mathematica’ und , Geometer’s Sektchpad”. Dabei werden nicht nur

Kegelschnitte fur verschiedene Exzentrizitdten simuliert, sondern es gibt auch

Animationen fur die Dandelinschen Kugeln (zweidimensional) oder den Satz

von Pascal. Aulserdem enthdlt diese Seite umfangreiche Links auf weiterfihren-
de Internet-Seiten.
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2. http://www.camosun.bc.ca/~jbritton/jbconics.htm

Diese Seite ist insbesondere fir den Schulunterricht geeignet: Sie enthdlt fir jede
der drei Kegelschnittarten — Ellipse, Parabel und Hyperbel — mehrere praktische
Anwendungsbeispiele. Diese sind nicht nur mit einem kurzen Text, sondern stets

auch mit einem anschaulichen Bild dargestelit.
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Hiermit versichere ich, dal3 ich diese Wissenschaftliche Hausarbeit selbstandig ver-
faldt habe. Ich habe keine anderen als die angegebenen Hilfsmittel verwendet. Samtli-
che Stellen, die benutzten Werken im Wortlaut oder dem Sinne nach entnommen
sind, habe ich mit Quellenangaben kenntlich gemacht. Dies gilt auch fir Skizzen,

Zeichnungen und bildliche Darstellungen.

Friedberg in Hessen, am 20. Juni 2000

(Thomas Wilhelm Schwarzer)
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