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Abb. 4.1 [GiiSt]

,In der Mathematik heiflit Ellipse eine in sich selbst zuriicklaufende Kurve, welche
zu den sogenannten Kegelschnitten gehort. Wird ndmlich ein Kegel in schiefer Rich-
tung, d.h. der Grundfldache nicht parallel, durchschnitten, so bildet die Schnittfldche
eine Ellipse. [...] Die charakteristische Eigenschaft einer jeden Ellipse ist die, daB3 es
innerhalb des von ihr umschlossenen Raumes zwei Punkte gibt, deren Entfernungen
von jedem Punkte der Umfangslinie zusammengenommen konstant, d.h. stets gleich
sind. Diese beiden Punkte heiflen die Brennpunkte der Ellipse. [...]*

Auf diese Weise definierte Meyers Konversations-Lexikon [Mey] im Jahre
1875 eine Ellipse. Im folgenden wollen wir nun die geometrischen und analytischen
Eigenschaften dieses einfachsten Kegelschnitts herleiten und analysieren. Die fiir ei-

ne Ellipse wichtigen Begriffe sind in Abbildung 4.1 dargestellt.
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4.1 Geometrische Eigenschaften

Die oben erwidhnte ,,charakteristische Eigenschaft™ einer Ellipse 146t sich am ein-

fachsten unter Verwendung der bereits erwidhnten Dandelinschen Kugeln begriinden.

Zuvor mochte ich aber nochmals kurz die Definition der Ellipse wiederholen und an-

schlieBend die wichtigsten Begriffe definieren.

Definition 4.0:

Eine Ellipse entsteht, wenn ein Kegel von einer Ebene geschnit-

ten wird, welche zu keiner Mantelgeraden parallel verlautft.

Definition 4.1: (sieche Abb. 4.1)

a)

b)

d)

Wir nennen denjenigen Punkt Mittelpunkt einer Ellipse, der von den beiden
Brennpunkten den gleichen Abstand hat und auf ihrer Verbindungsgerade liegt.
Die Verbindungsgerade der beiden Brennpunkte heiflit Hauptachse einer Ellip-
se. Die Lotgerade des Mittelpunktes auf die Hauptachse heifit Nebenachse.

Die Schnittpunkte der Ellipse mit der Hauptachse bezeichnen wir als Haupt-
scheitel, diejenigen mit der Nebenachse als Nebenscheitel.

Der Abstand Mittelpunkt — Nebenscheitel heifit kleine Halbachse; seine Lange
wird im allgemeinen mit b bezeichnet.

Der Abstand Mittelpunkt — Hauptscheitel heif3t grof3e Halbachse; seine Lange
wird im allgemeinen mit a bezeichnet.

Gilt a=b, so ist die Ellipse zu einem Kreis entartet.

Die Verbindungsgeraden der Brennpunkte mit einem Punkt auf der Ellipse hei-
Ben Brennstrahlen, die dazugehorigen Strecken Brennstrecken.

Der Leitkreis|; einer Ellipse ist der Kreis um den Brennpunkt F; mit dem Ra-
dius 2a (analog fiir I, und F»).
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aiz4.2:

Fiir jeden Punkt P einer Ellipse, welche die Brennpunkte F; und

F, besitzt und deren groBe Achse die Linge 2a (a0R") hat, gilt:
P_F1 + P_F2 = konstant = 2a

(hierbei ist PF, die Lange der Strecke PF)).

Abb. 4.2 [Hon*]

Beweis (siche Abb. 4.2):

Die beiden Dandelinschen Kugeln beriihren die Schnittebene E in den Punkten F,
und F,; auBBerdem beriihrt jede von ihnen den Kegelschnitt in einem Kreis, die in den
zueinander parallelen Ebenen E; und E; liegen. Die Entfernung der beiden Kreise
voneinander, gemessen entlang einer Mantelgeraden, betrage 2a.

Wir betrachten nun einen Punkt P auf der Ellipse. Wenn man diesen mit der

Kegelspitze S verbindet, beriihrt die Gerade PS die Dandelinschen Kugeln in Q; und
Q, es gilt also: Q,Q, =2a.
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Da P in der Ebene E liegt, welche Tangente an beide Kugeln ist, sind somit
auch die Geraden PF; und PF, Tangenten an diese Kugeln.
Da zwei Tangentenabschnitte an eine Kugel durch denselben auflen liegenden

Punkt gleich lang sind (dies ergibt sich sofort, wenn man die Ebene betrachtet, in der

beide Tangenten (an einen Kreis!) liegen), folgt somit: P_Ql = P_E, PQ, = P_F2 .

Nun gilt aber: 2a =Q,Q, =PQ, +PQ, und damit auch P_FI+P_F2 =2a mit
alR". 0

Korollar 4.3: (Umkehrung von Satz 4.2)

Seien F; und F, zwei feste Punkte. Ist nun die Summe der
Abstinde von beliebigen Punkten P zu diesen festen

Punkten konstant, so liegen die Punkte P auf einer Ellipse.

Bewelis:

Da alle Schritte des Beweises von Satz 4.2 in beide Richtungen moglich sind, haben

wir gleichzeitig auch das Korollar 4.3 bewiesen. %

Definition 4.4:

a) Wir sagen:

Ein Punkt P liegt innerhalb der Ellipse, wenn gilt: P_E + P_F2 <2a.

Ein Punkt P liegt aul3er halb der Ellipse, wenn gilt: P_E + P_F2 >2a.

b) Die lineare Exzentrizitat e einer Ellipse ist definiert als Abstand

des Mittelpunkts der Ellipse zu einem der Brennpunkte. Trivialer-

weise gilt: e:=+/a?—b? (siche Abb. 4.1).

¢) Die numerische Exzentrizitat einer Ellipse ist € := °.
a
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Anmerkungen:

Die Exzentrizititen sind unabhdngig davon, welchen Brennpunkt wir betrachten
(da der Mittelpunkt von beiden Brennpunkten gleich weit entfernt ist).

Der Begriff , Exzentrizitidt* kommt folgendermaflen zustande: Fiir einen Kreis
(w=90°) gilt a = b, also e = € = 0. Die beiden Brennpunkte fallen mit dem Mit-
telpunkt zusammen. Eine Ellipse entsteht nun aus dem Kreis dadurch, daf} die
Brennpunkte aus dem Zentrum (= Mittelpunkt) des Kreises herausbewegt wer-
den.

,Linear bedeutet, dafl die Exzentrizitdt von einer Lange abhingig ist, wihrend
die ,,numerische* Exzentrizitit durch ein Lingenverhéltnis und somit durch die
Form der Ellipse bestimmt wird.

Die numerische Exzentrizitit wird in Kapitel 7.1 noch néher behandelt werden.

Lemma 4.5: (Punktweise Konstruktion)
Sind von einer Ellipse die beiden Brennpunkte und die Lénge
der groBBen Achse gegeben, so ist es mdglich, Punkte auf die-

ser Ellipse lediglich mit Zirkel und Lineal zu konstruieren.

Beweis:

In Abbildung 4.3 ist dies fiir einen speziellen Fall zu sehen, bei dem a =5 cm betrégt.

Man geht dabei folgendermaf3en vor:

Abb. 4.3 [Schei2]
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Nach Satz 4.2 gilt fiir jeden Punkt einer Ellipse, dal die Summe seiner Abstéinde zu
den Brennpunkten gleich 2a, der Lange der groen Achse, ist. Wir konstruieren also
eine Ellipse punktweise, indem wir um den einen Brennpunkt einen Kreis mit dem
beliebigen Radius r < 2a schlagen, um den zweiten einen Kreis mit dem Radius
r’ = 2a —r; die Schnittpunkte dieser beiden Kreise sind zwei Punkte unserer Ellipse.
Fithren wir dies fiir verschiedene Radien r aus, so erhalten wir beliebig viele Punkte

der Ellipse. %

Korollar 4.6:

Eine Ellipse ist achsensymmetrisch zu ihrer Haupt- und Ne-

benachse und damit punktsymmetrisch zu ihrem Mittelpunkt.

Beweis:
Die Symmetrie zur Hauptachse haben wir in Korollar 3.4 gezeigt.

Die Symmetrie zur Nebenachse (die von F; und F;, den gleichen Abstand hat)
ergibt sich aus der Konstruktionsweise von Lemma 4.5, indem wir die Radien der
Kreise um F; und F, vertauschen, was die Form der Ellipse nicht dndert.

Die Punktsymmetrie folgt aus der Kombination der beiden Achsensymme-

trien, da sich die Achsen nach Definition im Ellipsenmittelpunkt schneiden. %

Eine weitere Moglichkeit, eine Ellipse zu konstruieren, besteht in der sogenannten
FuBpunktkonstruktion.

Unter dieser Konstruktionsweise versteht man allgemein, da3 man von einem
fest vorgegebenen Punkt F das Lot auf alle Tangenten t an eine vorgegebene Kurve
K fillt. Die FuBBpunkte dieser Lote beschreiben dann eine neue, FuBpunktkurve ge-
nannte Kurve k.

Umgekehrt kdnnen wir K konstruieren, indem wir F mit jedem Punkt von k
verbinden und die durch diese Punkte gehenden Lotgeraden t bilden. Diese Geraden t

umbhiillen dann eine neue Kurve K, sind also Tangenten an diese.
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Lemma 4.7: (FuBpunktkonstruktion)
Verwenden wir bei der eben beschriebenen FuB3punktkonstruktion als Kurve k einen
Kreis und als vorgegebenen Punkt F; (F; # M) einen Punkt im Innern dieses Kreises,

so erhalten wir als FuBBpunktkurve K eine Ellipse mit F; als einem Brennpunkt.

Beweis:

Abb. 4.4 [HiCoVo*]

Sei F; der vorgegebene Punkt und k der Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r. Da-
bei ist zu beachten, dal sich F; im Innern von k befindet (sonst entsteht eine Hyper-
bel, siche Kapitel 6.1).

Wir legen nun durch F; eine beliebige Gerade g. Diese schneidet k in den
Punkten C und C’. Nun bilden wir die Punkte F und F" auf g, die folgenden Bedin-
gungen geniigen: FC = E_C, FC'= E_C . AnschlieBend fillen wir das Lot t von C auf

g bzw. das Lott” von C" auf g.

Nun konstruieren wir einen Punkt F, so, dal3 F;, F> und M kollinear sind und
M der Mittelpunkt der Strecke F,F; ist. Die Gerade F,F schneide dann t im Punkt B,
die Gerade F,F” wiederum t” im Punkt B".

Dadurch entstehen zwei Paare kongruenter Dreiecke: A CBF 1A CBF; und
A C’'B’F" UA C'B'F;. Es gilt also BF = B_Flund somit FI_B +Fz_B = F_F2 .

Da M der Mittelpunkt von F,F; ist, C der Mittelpunkt von FF;, folgt nunmehr

mit dem Strahlensatz: F_F2 =2[CM mit CM =r.
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Dies ergibt: E_B + @ =2[#. Also liegen — nach Korollar 4.3 — alle Punkte B
(die ja durch die beliebige Wahl der Geraden g = CC’ entstanden sind) auf einer El-
lipse mit den Brennpunkten F; und F,.

Nun miissen wir lediglich zeigen, da3 die Gerade t in B Tangente an diese El-
lipse ist (analog fiir t” in B”). Dies ergibt sich unter Anwendung des folgenden Satzes
4.8 und seines Beweises, da durch t der Winkel UF;BF halbiert wird (betrachte hier-
zu die kongruenten Dreiecke A CBF [JA CBF)). %

Satz 4.8:

Sei P ein Punkt einer Ellipse mit den Brennpunkten F; und F». Sei t
die Tangente an diese Ellipse im Punkt P. Sei ferner n die Nor male
in P, das heif3t die Senkrechte zur Tangenten durch den Punkt P.
Dann gilt: Die Gerade n halbiert den Winkel LIF,PF;.

Beweis:

Abb. 4.5 [Scheil*]

Sei P ein Punkt auf der Ellipse, seien F;P und F,P die beiden Brennstrahlen. Sei F,’
der Punkt, fiir den gilt: F,'[JF;P und FZ_P:§ Dann ist das Dreieck A F,PF,’
gleichschenklig. Sei nun t die Spiegelachse dieses Dreiecks, die demnach den Winkel
UF,PF," halbiert. Die Gerade t ist eine Tangente in P an die Ellipse, da fiir alle ande-
ren Punkte Q von t nach der Dreiecksungleichung gilt:

FQ+QF, =F.Q+QR > FF, =R +PF, =P +PF, =20, also FO+QF, > 2.
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Da nun die Normale n senkrecht zur Tangenten ist, halbiert sie den Winkel
LQPR. Es gilt: JF,PQ UUF, PR (Scheitelwinkel) und UF,"PR O UJF,PR (t ist Win-
kelhalbierende); somit folgt, dal n auch den Winkel LJF,PF, halbiert. 4

Korollar 4.9:

Die Menge der Punkte, die von einem Kreis und von einem Punkt

im Innern dieses Kreises denselben Abstand haben, ist eine Ellipse.

Beweis:

Dies ergibt sich direkt aus der FuBpunktkonstruktion, wobei wir als Punkt den
Brennpunkt F; und als Kreis den Leitkreis 1 des Brennpunkts F, benutzen (siehe Ab-
bildung 4.4). %

Korollar 4.10: (Konstruktion der Ellipsentangenten)

Um eine Ellipsentangente durch einen vorgegebenen Punkt konstruieren zu kon-

nen, bendtigen wir lediglich die Brennpunkte und die gro3e Achse dieser Ellipse.

Beweis:

Abb. 4.6 [Poc*]
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Gegeben seien die beiden Brennpunkte F;, F, der Ellipse und ihre Hauptachse S;S,.
Gesucht sind nun die beiden Tangenten an diese Ellipse durch einen vorgegebenen
Punkt Q. Man kann sie folgendermaBen konstruieren (in Anlehnung an die Uberle-
gungen bei der FuBpunktkonstruktion in Lemma 4.7), ohne vorher die Ellipse selbst

konstruieren zu missen:

Wir zeichnen den Leitkreis 1,, also den Kreis um F, mit Radius 2a = E

AulBerdem schlagen wir um Q einen Kreis mit dem Radius Q_E . Dieser schneide den

Leitkreis in den Punkten F und F’.

Die Geraden FiF und FF’ treffen dann den Hauptscheitelkreis s (das ist der
Kreis um den Mittelpunkt M der Strecke FF, mit dem Radius a) in den Punkten C
und C’.

Die Geraden t := QC und t” := QC’ sind dann die beiden Tangenten. Die Be-
riihrungspunkte B bzw. B’ sind die Schnittpunkte der Geraden t bzw. t” mit der Gera-
den F,F bzw. F,F". O

Korollar 4.11:

Durch jeden Punkt, der auBerhalb einer Ellipse

liegt, gehen genau zwei Tangenten an die Ellipse.

Beweis:

Es gibt zwei Moglichkeiten, dies zu zeigen:

1.) Die Behauptung folgt direkt aus dem Beweis von Korollar 4.10.

2.) Da die Behauptung bekanntermaflen fiir einen Kreis gilt, gilt sie auch fiir das affi-

ne Bild eines Kreises, also fiir Ellipsen (siehe Lemma 4.13). %
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4.2 Analytische Eigenschaften

Im ersten Teil dieses Kapitels haben wir die rein geometrischen Eigenschaften einer
Ellipse untersucht. Wir wollen uns nun dem analytischen Bereich zuwenden und da-
bei unter anderem Gleichungen fiir Ellipsen entwickeln. Dafiir betrachten wir im fol-
genden stets ein kartesisches Koordinatensystem, wobei die Ellipsenachsen parallel

zu den Koordinatenachsen liegen sollen.

Satz 4.12: (Ellipsengleichung in Achsenform)
Gegeben sei eine Ellipse mit den Halbachsen a und
b, deren Mittelpunkt M die Koordinaten (m;|m;) hat.
Dann sind genau diejenigen Kurven Ellipsen, die der

folgenden Gleichung geniigen:

(x, —m,) + (x, —m,)? =1
a? b? .

Beweis:

Abb. 4.7 [Hon]

Wir betrachten zuerst wie in Abbildung 4.7 eine Ellipse mit Mittelpunkt im Koordi-
natenursprung, das heiit M = O bzw. (m;/m;) = (0|0). Sei P ein beliebiger Punkt der
Ellipse.

Nach Satz 4.2 gilt: P_E + P_F2 =r+r'=2a. Anders ausgedriickt:

Je—x 2 +x,2+J(e+x,)2+x,2 =2a<=>[(e+X,)?+x,2 =2a /(e —X,2+x,2.
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Durch Quadrieren und nach Division durch 4 ergibt sich:

alj/(e—x,)+x,2=a’—elx, <=>(a*—-¢&*) x> +a’[X,% = a’[(a* —¢?)..
X2, X,

Mit 2 = a% — b? erhilt man: b?[X,2+a?[X,2 = a? [b? <=>—‘2+b—22
a

Die Behauptung folgt dann direkt unter Beriicksichtigung der Verschiebung

=1.

des Mittelpunktes zu den Koordinaten (m;|m). %

Wichtig ist der folgende Hilfssatz, der zeigt, da3 jede Ellipse das affine Bild eines
Kreises ist (und umgekehrt).

Lemma4.13:

72 72

a) Die Ellipse E mit der Gleichung % +% =1 entsteht durch
a
Stauchung eines Kreises K mit der Gleichung x> + x,? = a?
unter Verwendung der Affinitit x,” = x;, X,’= E X, .
a

b) Jede Tangente an den Kreis K geht hierbei in eine Tangente an

die Ellipse E tiber.

Bewelis:

Abb. 4.8 [GiiSt*]
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a) Trivial.

b) Sei t eine Tangente im Punkt P an den Kreis K. Durch die eben definierte affine
Abbildung dndern sich Inzidenzen nicht, das bedeutet t geht iiber in eine Gerade
t’, welche die Ellipse E lediglich in dem Bild P” von P bertiihrt, also wieder eine

Tangente ist. %

2 2
Wir betrachten im folgenden stets eine Ellipse mit der Gleichung X—lz + );22
a

=1, also

eine Ellipse mit dem Mittelpunkt M = (0]0).

Korollar 4.14: (Ellipsengleichung in Parameterform)

Sei ¢ der Winkel, den die x;-Achse mit demjenigen Ortsvektor einschlief3t,
der einen beliebigen Punkt P” der Ellipse mit deren Mittelpunkt M verbindet.
Dann gilt fiir jeden Punkt auf der Ellipse:

X1 = aldos¢, x, = bl&ing mit ¢L1[0;277.

Beweis (siehe Abb. 4.8):

Fiir einen Punkt P auf dem Kreis gilt nach Definition: x; = aldosd, x, = alsin¢
mit [J[0;21]. Nach Anwendung der affinen Abbildung aus Lemma 4.13a) folgt die
Behauptung. %

Im folgenden wollen wir untersuchen, wie man anhand der Lagebeziehungen zwi-
schen Gerade und Ellipse die Gleichung der Tangenten aufstellen kann. Aufgrund
der affinen Verwandtschaft zwischen Kreis und Ellipse ist dies hier besonders ein-

fach:
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Korollar 4.15: (Gleichung einer Tangenten)

Sei E eine Ellipse. Eine Tangente, die E im
Punkt P = (X, | X,) beriihrt, hat die Gleichung:

x, X, L X X
a’ b?

2 =1,

Bewelis:

1

Abb. 4.9

Fiir den Beweis benutzen wir unsere Kenntnisse aus Lemma 4.13. Hierzu sei K der
) . ) a
Kreis, der aus E durch die affine Abbildung x, - x,*=x,,X, - X,* :EB;Z her-

vorgeht.

Wir betrachten nun eine Tangente t* an diesen Kreis durch den Punkt

P*=(X,*|X,*) = (X, | X,*), das Bild des Beriihrpunktes P = (X, |X,). Die blau ge-

— x X
zeichnete Gerade MP * hat das Steigungsmall X_2 ; die zu ihr orthogonale Gerade
Xy
t* hat somit das Steigungsmal} — _Xl* , also — b3, .
X, alx,

Aus dem Steigungsmall der Kreistangenten t* ergibt sich direkt das Stei-

gungsmal} der Ellipsentangenten t, indem wir mit dem Faktor b multiplizieren:
a
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2 —
- bz g‘ Somit hat die Tangente t im Punkt P folgende Gleichung:
a”lx,
— 2 X 2 X 2
X2 fz - P& . Daraus folgt: x5 + X2 X, SRS RS
X, —X, a’ X, a’ b? a> b’

Da der Punkt P auf der Ellipse liegt, ist die rechte Seite der Gleichung 1,

woraus die Behauptung folgt. %

Satz 4.16:
Seien die Ellipse E sowie eine beliebige Gerade g: x, = mX; + n
gegeben. Sei A :=a?[i?+b?-n? die Diskriminante.

[A <0<=>gist Passante von E.

Dann gilt: %A =(0<=>gist Tangente an E.
HA > (0 <=>g st Sekante von E.

Beweis:
Wir setzen g in die Gleichung von E (b*[¥,? + a’[X,? = a?[B?) ein und erhalten daraus:
b*X,2+a?[(m* X, 2+ 2 h X, +n*) —a?[B* =0
<=>(a?ln?+b?) X,2+2n W [@2 X, +a*[(n®—b*) =0

Bei der letzten Umformung haben wir vorausgesetzt, dafl a?lh? + b? # 0 ist;
dies ist aber wegen a, b > 0 immer erfiillt.

Aus der letzten Gleichung ergeben sich sofort folgende Losungen x; fiir die

moglichen Schnittpunkte zwischen einer Geraden und einer Ellipse:

m [h (@ +\/ m MR a[n2-b)

XlI/II - aZ |]I12 +b2 - (a2 |]I12 +b2)2 a2 erz +b2
m [h [4? a[b[{/a?[n? +b? —n?
<:>X1 = - +

vt a2 [? + b2 - a2 2 + b2
Der Radikant A:=a?[m*?+b?>—n?> heiit dabei Diskrimante der Schnittpunkts-
gleichung von g und E. Fiir A gibt es drei Fille:
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* A <0=>Es gibt keine reelle Losung fiir x;. => g ist eine Passante.

* A =0=>Es gibt genau eine reelle Losung fiir x;. => g ist eine Tangente.

* A >0=>Es gibt genau zwei reelle Losungen fiir x;. => g ist eine Sekante.

Wir haben damit nicht nur explizite Bedingungen fiir jeden der drei Fille gefun-
den, sondern konnen durch Einsetzen des Ergebnisses x; in die Gleichung der Gera-

den oder der Ellipse sofort die Schnittpunkte bzw. den Beriihrpunkt bestimmen. %
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4.3 Anwendungen

a) Konstruktionsmoglichkeiten:

In Lemma 4.5 wurde bereits die punktweise Konstruktion von Ellipsen aufgezeigt.
An dieser Stelle mochte ich die drei wichtigsten Mdoglichkeiten zur Konstruktion ei-

ner Ellipse behandeln:

1. Die Gartner-Konstruktion:

Abb. 4.10 [GiiSt]

Dies ist die wohl bekannteste Methode. Sie beruht auf der Tatsache, dafl die Summe
der Abstinde eines Punktes der Ellipse zu den beiden Brennpunkten stets konstant ist
(Satz 4.2 und Korollar 4.3). Erstmals wurde sie von dem Erbauer der Hagia Sophia,
Themios von Tralleis, im 6. Jahrhundert verwendet.

Man bendtigt hierfiir lediglich einen Faden, den man an zwei vorgegebenen
Punkten befestigt (Brennpunkte F; und F,) und einen den Faden spannenden Stift,

der dann bei schneller und fliissiger Bewegung eine Ellipse umfahrt.

2. Die Papier streifen-Konstr uktion:

In Korollar 4.14 haben wir die Parameterdarstellung der Ellipsengleichung kennen-

gelernt.
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Abb. 4.11 [EcJeVo]

Fiir diese Konstruktionsweise bendtigen wir eine Strecke der Liange a+b, bei der im
Punkt P ein Stift eingespannt ist. Gleitet diese Strecke auf einem Paar zueinander or-
thogonalen Geraden, so beschreibt der Stift eine Ellipse.

Dieses Gerit, das erstmalig bei Proclus im 5. Jahrhundert aufgetaucht ist,

fand als Ellipsenzirkel weite Verbreitung.

3. Die Sabe-Konstruktion:

Abb. 4.12 [HiCoVo]

Abb. 4.13 [HiCoVo]

Diese Apparatur dient nicht nur dazu, Ellipsen zu konstruieren, sondern ist auch ge-

eignet, um die Rollkurven der Ellipsenbrennpunkte darzustellen. Sie nutzt ebenfalls
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die Eigenschaft P_FI+P_F2 =2a aus und wurde erstmals 1931 von R.C. Yates be-

schrieben.

Wir nehmen hierzu vier Stdbe, wobei die beiden Stibe c;, ¢, die Lange ¢ und
die beiden Stébe a,, a, die Linge 2a (mit 2a > c) besitzen sollen. Sowohl ¢, als auch
¢, sind an ihren Enden derart mit den Enden von a; und a, verbunden, dal3 letztere
sich liberkreuzen. An diesem Schnittpunkt befindet sich ein Gelenk E, das erlaubt,
daBl die Stibe a; und a, darin gleiten und den eingeschlossenen Winkel veridndern
konnen.

Wird nun die Stange c; festgehalten, so umschreibt das bewegte Gelenk E ei-
ne Ellipse e, deren Brennpunkte F; (das Gelenk zwischen ¢; und a;) und F, (das Ge-
lenk zwischen c; und a,) sind und deren groBBe Achse die Lange 2a hat.

Die Begriindung hierfiir sieht folgendermaf3en aus:

Die Dreiecke A FF,F,” und A F,F,’F," sind kongruent, da sie paarweise gleich lange
Seiten besitzen. Daraus folgt, da UF;F,’F, [0 UF,'FF,’, somit ist das Dreieck

A F\F,’E gleichschenklig. Demnach ist E_E +E_F2 =F,E +E_F2 =2a, also beschreibt

E eine Ellipse.

Die genaue mathematische Herleitung der Rollkurve werde ich hier libergehen, da
sie zu weit vom eigentlichen Thema wegfiihren wiirde. Ich mdchte nur ein paar Er-
lauterungen angeben:

Zusitzlich zu dem eben geschilderten Aufbau werden an a; und a, die Zahn-
rdder Z; und Z, so angebracht, daf} sie nicht an den Stdben entlang gleiten kdnnen.
Diese Zahnrader bewirken, dal3 sich die Stidbe a; und a, nur noch senkrecht zu ihrer
Lénge, das heif3t vor- und riickwirts, bewegen kdnnen. Entfernt man nun den Stab ¢,
(d.h. F; und F, sind nicht mehr fixiert) und bewegt E auf einer beliebigen Kurve, so
erhélt man die Rollkurve der Ellipse e auf dieser Kurve.

Besonders wichtig ist die mit unserer Apparatur darstellbare Rollkurve der
Ellipsenbrennpunkte F, (linker Teil) und F;” (rechter Teil), die in Abbildung 4.13 ab-
gebildet ist. Sie entsteht, wenn sich E entlang der Geraden g bewegt (g ist Tangente
an die Ellipse e im Punkt E).
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b) Ellipsen in der Umwelt:

In diesem Abschnitt mochte ich zwei bedeutende Beispiele anfiihren, wo man im tig-

lichen Leben Ellipsen begegnet.

1. Ellipsen als Spiegd:

— 7

Abb. 4.14 [Schei2]

Diese Eigenschaft erklért die Bedeutung des Begriffes ,,Brennpunkt*:
Befindet sich in einem Brennpunkt der Ellipse eine Lichtquelle, so werden al-
le ausgehenden Strahlen an der Ellipse derart reflektiert, daB3 sie im zweiten Brenn-

punkt gebiindelt werden.

Abb. 4.15 [Schei2]

Dies folgt direkt aus Satz 4.8, da der Einfallswinkel @ gleich dem Reflektionswinkel
@ ist.

Diese Eigenschaft iibertrigt sich auch auf das Ellipsoid, das dadurch entsteht,
daB eine Ellipse um ihre Hauptachse rotiert. Dies fiihrt dazu, dal3 ein akustisches Sig-
nal, das in einem Brennpunkt gestartet wird, nur in dem anderen Brennpunkt laut und

an den anderen Stellen des Ellipsoids nur sehr schwach horbar ist. Ausgenutzt wurde
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dies frither in sogenannten ,Fliistergewdlben” (z.B. Statuary Hall in Washington
D.C. (siehe die 2. Internet-Adresse in Kapitel 9)), heute beispielsweise in der Medi-
zin, wo man mit dieser Methode durch Ultraschall sehr einfach Nierensteine ohne

Beschidigung des umgebenden Gewebes zertriimmern kann.

2. Astronomie:

Johannes Kepler (1571-1630), von 1601 bis 1612 kaiserlicher Mathematiker in Prag,
hatte 1602 die Vermutung, da3 der Mars sich nicht auf einer kreisférmigen, sondern
eher auf einer ,,ovalen* Bahn bewegt. Nach weiteren Untersuchungen verdffentlichte
er 1609 ein Werk mit dem Titel ,,Astronomia nova seu Physica coelestis tradita com-
mentariis de motibus stellae Martis“ (dt.: ,,Neue Astronomie oder Physik des Him-
mels, dargestellt in Untersuchungen iiber die Bewegungen des Sternes Mars®), in
dem er unter anderem erlduterte, daf3 sich alle Planeten des Sonnensystems auf Ellip-

senbahnen bewegen, in deren einem Brennpunkt die Sonne steht.

Hundert Jahre spiter, im Jahre 1705, stellte Edmond Halley (1656-1724) fest, dal3 ein
von ihm beobachteter Komet (der spiter nach ihm benannt wurde) sich ebenfalls auf

einer Ellipsenbahn bewegt.

Auch kiinstliche Erdsatelliten bewegen sich auf Ellipsenbahnen, in deren einem

Brennpunkt der Erdmittelpunkt liegt:

km km
V<7,'/5m. v>7,//.53—55

Abb. 4.16 [Hon*]
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Wir betrachten eine Rakete in 800 km Hohe, welche sich horizontal mit der Ge-
schwindigkeit v bewegt. Hierbei ist der Vergleich zwischen der durch ihre Ge-
schwindigkeit hervorgerufenen Zentrifugalbeschleunigung und der Erdbeschleuni-
gung entscheidend. Die Erdbeschleunigung betréigt in dieser Hohe ca. 7,76 /¢, was
einer Geschwindigkeit von 7,45 "/, entspricht.

Man unterscheidet folgende vier Fille (siche Abbildung 4.16):

a) v<745 kmy . Der Satellit stiirzt in einer ellipsenférmigen Bahn auf die Erde zu-
riick.

b) v =745 km/S: Der Satellit bewegt sich in einer anndhernd kreisformigen Bahn
um die Erde.

¢) 7,45/ <v<10,5" " Der Satellit bewegt sich auf einer Ellipsenbahn.

d) v>10,5 km/ . Die Bahnkurve des Satelliten ist Teil eines Hyperbelastes, in des-

sen einem Brennpunkt der Erdmittelpunkt liegt.



